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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ 
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Аннотация: в настоящей статье рассматривается линейная, ограниченная и самосопряженная 
обобщенная модель Фридрихса, действующая в прямой сумме ноль-частичного и одночастичного 
подпространства фоковского пространства. Эта модель соответствует гамильтониану системы с 
несохраняющимся ограниченным числом частиц. Найден определитель Фредгольма, ассоциированный 
с рассматриваемой обобщенной моделью Фридрихса. Установлено, что нули определителя 
Фредгольма совпадают с собственными значениями обобщенной модели Фридрихса.  
Ключевые слова: обобщенная модель Фридрихса, пространства Фока, определитель Фредгольма, 
собственное значение, частица. 

 

УДК 517.984 
 

В задачах физики твердого тела, квантовой теории поля и статистической физики важную роль играет 
исследование спектров гамильтонианов систем с несохраняющимся неограниченным числом частиц.  

Одним из основных методов применяемых при изучении этих задач является теория возмущения 
самосопряженных операторов. Поэтому необходимо подробное изучение спектpов гамильтонианов с 
ограниченным числом квазичастиц, т.е. изучение спектров сужений операторов, действующих на 
одночастичном, двухчастичном и т.д. n  - частичном подпространствах или же на " n  - частичном 
обрезанном"  подпространстве, состоящим из одночастичного, двухчастичного и т.д. n  - частичного 
подпространств. 

В настоящей работе рассматривается самосопряженная обобщенная модель Фридрихса 
действующая в двухчастичном обрезанном подпространстве фоковского пространства. Как известно, 
некоторые актуальные задачи, в частности, задачи квантовой механики, статистической механики и 
гидродинамики сводятся к исследованию спектра модели Фридрихса и обобщенной модели 
Фридрихса [1-25]. Следует отметить, что спектральные свойства обобщенных моделей Фридрихса 
играют важную роль при исследовании существенного и дискретного спектра соответствующих 
операторных матриц третьего порядка. 

В работах [14, 15, 16, 20, 21] получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы либо 
число 0z  являлось собственным значением обобщенной модели Фридрихса, либо эта модель 
имела резонанс с нулевой энергией (или виртуальный уровень). 

Пусть C  - одномерное комплексное пространство и )(2 L -  
гильбертово пространство квадратично интегрируемых (комплекснозначных) функций, 

определенных на 2],[ aa , 0a . Обозначим через H  прямую сумму пространств 

CH 0  и )(21  LH , т.е. 10 HHH  . Гильбертово пространство H  называется 
двухчастичным обрезанным подпространством Фоковского пространства. 

Рассмотрим обобщенную модель Фридрихса h , действующую в гильбертовом пространстве 

H  и задающийся как операторная матрица 
















1110

0100

hh
hh

h





,          (1) 

где операторы 
ijij HHh : , 1,0, ji  определяются по формулам 

0000 ffh  ,  dsdttsstffh ),(1101 , ii Hf  , 1,0i ; 



 

7 
 

0010 ),)(( xyfyxfh  , ),()(),)(( 1
22

111 yxfyxyxfh  , ii Hf  , 1,0i . 

Здесь   и 0 - вещественные числа.  

Используя элементами функционального анализа можно легко проверить, что оператор h , 

определенный по формуле (1), и действующий в гильбертовом пространстве H , является 
ограниченным и самосопряженным. 

Очевидно, что оператор возмущения 0hh  , 0  невозмущенного оператора 0h , 

является диагональным самосопряженным оператором ранга 2. Следовательно, из известной теоремы 
Г.Вейля о стабильности существенного спектра при конечно мерных возмущениях вытекает, что 

существенный спектр оператора h , совпадает с существенным спектром оператора 0h .  

Известно, что  

]2;0[)( 2
0 ahess  , 

поэтому независимо от параметра взаимодействия   имеет место равенство 

]2;0[)( 2ahess  . 

С целью изучения дискретного спектра, множество всех конечно кратных и изолированных 

собственных значений оператора h , определим  

регулярную в ]2;0[\ 2aC  следующую функцию (определитель Фредгольма,  

ассоциированный с оператором h ): 

 


zts
stdsdtzz 22)( 

. 

Следующая теорема устанавливает связь между собственными значениями оператора h  и 

нулями функции )( . 

Теорема 1. При каждом фиксированном   число ]2;0[\ 2aCz  является собственным 

значением оператора h  тогда и только тогда, когда 0)(  z . 

В силу теоремы 1 для дискретного спектра оператора h  получим  

}0)(:]2;0[\{)( 2  zaCzhdisc  . 

Из определения функции )(  следует, что она монотонно убывает на промежутках )0,(  

и ),2( 2 a . Этот факт означает, что функция )(  имеет не более одного нуля в этих 

промежутках.  

Согласно теоремы 1 оператор h  может иметь по одному простыму собственнму значению в 

промежутках )0,(  и ),2( 2 a . 
Следует отметить, что с помощью нулей определителя Фредгольма можно изучить 

местоположение и структуру существенного спектра соответствующих операторных матриц порядка 
3. Кроме того, при строении уравнения Фаддеева и Вайнберга для собственных функций таких 
операторных матриц особую роль играет явный вид определителя Фредгольма. А при построение 
симметричного аналога этих уравнение основано на знако-определенность определителя Фредгольма 
левее и правее существенного спектра. При доказательстве конечности дискретного спектра 
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используется двусторонняя оценка для определителя Фредгольма в окрестности экстремальных точек. 
А асимптотики дискретного спектра получается с использованием асимптотическое разложение 
определителя Фредгольма. 
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